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Abstrakt. Sucasnd didaktika pozna dva zdkladné pristupy na vyucovanie, transmisivny
a konStruktivny. Mnohi ucitelia matematiky sa hldsia ku konS§truktivizmu, v rdmci ktorého
poZaduju, aby Studenti rozumeli matematickej podstate problémov, ktoré rieSia a vedeli od-
vodit v8etko dalSie, ¢o budi potrebovat’. Nanestastie matematika ob&as pri snahe presného
dokazovania matematickych teérif zabdda na ich zrozumitelnost. Na technickych vysokych
Skol4ch sa popri vyucbe spdsobov rieSenia matematickych modelov zabuda na ich zosta-
vovanie. Matematici si myslia, Ze tvorba modelov sa md ucit’ na odbornych predmetoch,
inZinieri zase, Ze pre svoje predmety vystacia s jednoduchSou matematikou, neZ aku ucia
matematici. V tomto ¢lanku by sme chceli ukdzat, Ze je moZné naucit’ Studentov viac aj
pri rovnakom pocte vyucovacich hodin venovanych predmetu. Ako ndstroj bude pouZity
open source softvér podla vlastného vyberu Studenta. Vhodnou volbou tloh a problémov
dostant Studenti prileZitost’ vyskiSat’ a porovnat’ moZznosti viacerych softvérovych systé-
mov. V konkrétnych ukdzkach v tomto ¢ldnku je pouZity softvér Octave a program, ktory
vytvoril Student. Zaddvanie tdloh a odovzddvanie rieSeni sa realizuje pomocou systému
LMS Moodle. USetria sa tym ndklady na tlacenie vyrieSenych tloh a $tudenti sa naucia
pouZivat’ prostredie, v ktorom komunikuju s u¢itelmi na spolo¢nom portali.

Klicové slovd. Vyucovanie matematiky, Octave, Moodle, pravdepodobnost, Statistika,
linedrna regresia, Fourierova transformicia
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TEACHING MATHEMATICS AT TECHNICAL UNIVERSITIES
USING OPEN SOURCE SOFTWARE

Abstract. Contemporary didactic presents two approaches to teaching: formalism and
constructivism. Mathematicians prefer the second one, which requires the students to
understand the mathematical background of the problems, they are solving and to be able
to derive anything else they will need. Unfortunately when trying to prove mathematical
theories exactly, mathematicians sometimes forget about understandability. Similarly at
technical universities, when teaching how to solve models, the teachers sometimes forget
about constructing them. Mathematicians believe creating models should be taught in
technical subjects, engineers on the other hand, think that for their subjects more simple
mathematics, than that presented by mathematicians will be enough. In this article we
would like to show how it is possible to teach students more (even with the same number
of lessons). Open Source Software according the student’s choice will be used. By means
of appropriate selections of tasks and problems, the students will be given an opportunity
to try and compare the possibilities of the several kinds of software. At the same time, they
learn how to use at least one of Open Source Software like Octave or Scilab. The students
receive the problems and hand in the solutions through the use of learning management
system Moodle. This will not only save the printing costs, but it will mainly teach the
students how to use the modern communication environment.

Key words and phrases. Teaching mathematics, Octave, Moodle, Probability, Statistics,
Linear regression, Fourier transform

Mathematics Subject Classification. Primary 97D40, 97C70; Secondary 90B06.

1 Vychodiska

Osnovy a obsahy predmetov, ktoré md zvladnut’ Student technickej vysokej Skoly su stile
rozsiahlejsie. Pritom si ucitelia nerobia ilizie o tom, Ze Studenti budd potrebovat’ vsetko, ¢o
ich v $kole naucia. Vdaka neuveritelne rychlemu vyvoju napr. u¢itel’ informaénych techno-
16gif obCas nemdZze pri skiske pouZit’ ani fakty, ktoré ucil ako novinku na zaciatku semestra.
Skor je namieste pocit, Ze na to, aby mohli Studenti sprdvne pouZivat’ jednotlivé modely
a tedrie, mali by dobre poznat’ sivislosti a vSetky zdkladné kamene, na ktorych je tedria bu-
dovand. Na technickej vysokej Skole st Studentom prezentované aplikdcie, ktoré vyzaduji
ndro¢ny matematicky apardt a tak sa ich tento aparit snaZzime naucit. A pretoZe matematici
dostali vzdelanie, pri ktorom je matematika budovand induktivne a kazd4 nova definicia je
postavend na pevnych zdkladoch, su presvedeni, Ze takyto postup ucenia matematiky je
potrebny na jej pochopenie. Neveria tomu, Ze by bolo moZné vynechat’ alebo preskocit nie-
ktoré dolezité stavebné kamene matematiky. UZ ddvno bolo povedané, Ze ,,Niet kralovskej
cesty ku matematike!* a kto chce poznat’ matematiku, musi na jej pochopenie a uchopenie
vyvinit vela dsilia.

NanasSich vysokych Skolédch sa v§ak droveii poznania a ovlddania matematiky u Studentov
velmi vzdaluje od schopnosti pouZivat’ ju v redlnych technickych aplikdcidch. Ako mdZeme
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pomoct’ ndjst’ Studentom prepojenie medzi matematickou tedriou a jej aplikdciou na rieSenie
konkrétnych tloh? Ako vlastne vysvetlime Studentovi, Ze matematika je naozaj uZito¢na
a 7e sa oplati rozumiet suvislostiam v jednom zovSeobeciiujicom principe, a nie Studovat’
nanovo vlastnosti kazdého dalgieho modelu? Ulohy, na ktorych by takéto vyhody pochopili,
si ndro¢né na spracovanie a tu sa ukazuje vyhoda vyuZitia vhodného softvéru.

Problém je aj v ¢asovej ndro¢nosti. Ako mame stihndt’ naucit’ Studentov ovlddat’ softvér,
ked nie je ani ¢as naudit’ ich teoretické zaklady? Kde ma ndjst’ ¢as ucitel matematiky na to,
aby napisal projekt, zohnal softvér, nainstaloval ho do laboratéria (za predpokladu, Ze u¢i na
tak osvietenej Skole, Ze je mozné ucit’ matematiku v pocitacovej ucebni) a udrZzoval ucebiiu
v prevadzke? Kedy sa md naucit so softvérom pracovat'? A ked uitel’ vietko vybavi a nau¢i
sa riesit’ dlohy, ktoré chce zadat’ Studentom, tak sa bud’ softvér zmeni a pripravené veci treba
prispdsobit, alebo Studenti potrebuji na spracovanie uloh viac ¢asu, nez je im v laboratériu
mozné pridelit, alebo by radi robili v softvéri, ktory tam nie je nachystany.

Nakoniec nad$enie pre nové metédy asto skizne do rezignicie a ndvratu rieSenia prob-
1émov na tabuli. U naozaj zanietenych ucitelov na spracovanie a pripravu programov, ktoré
predvedi zaujimavé a dblezité vlastnosti, ktoré chceme $tudentom povedat’ a ukdzat. Stu-
denti pri tomto pristupe ostdvaju v dlohe pozorovatelov a nepreniknid do podstaty problémov.
Napriek tomu, Ze rieSenie videli a vedia ho zopakovat’ v Skolskych podmienkach, nemaji
zru€nosti na jeho samostatné pouZivanie.

TakZe mame sice silnejSie technické prostriedky ako pan Euklides, ale nad’alej musime
s jeho vyrokom o neexistencii kralovskej cesty suhlasit. Otdzkou ostdva, ¢i naozaj potrebu-
jeme pri vychove inzZinierov vychovat najprv ¢loveka, ktory prejde celi cestu v matematike
a az ked’ ju zvladne, tak ju bude dalej rozvijat' v aplikédciach (technickych, inZinierskych,
alebo mozno len praktickych a uZitocnych). Alebo je predmet ,,matematika® na technic-
kej VS vstupnym ritudlom, ktory preukdze mieru prispdsobivosti $tudenta, jeho schopnosti
abstrakcie a navyse vytrvalosti pri riefenf tloh? Studenti, ktori dokaZu tspesne absolvovat
tedriu rieSenia diferencidlnych rovnic, pojednat’ o stivise koeficientov a korefiov polynémov,
¢i pochopit’ pojem limes superior, budd schopni lepSie prosperovat’ aj v predmetoch tykajui-
cich sa ich odboru. A po skonceni $koly prehlésia, Ze matematike nikdy nerozumeli a ani ju
nikdy nepotrebovali.

Je naozaj nutné, aby matematika bola strasidlom pre zvySok Skoly, aby presné vyjad-
rovanie a jednoznacné definicie boli len privilégiom matematickych predmetov? Netreba
objektivnost, argumentaciu a ochotu korigovat’ vlastné rieSenia pontknut’ aj mimo matema-
tiky? Nesposobuji si nepochopenie Casto matematici sami? Naozaj nedokdZu odhadniit, Ze
Student, ktory pride na vysoku Skolu s vedomostami z uctiovskej Skoly, nedokaze pracovat’
s algebrickymi Struktirami inak neZ formdlne a bez porozumenia? Musime v prvom ro¢niku
ucit’ rovnakd matematiku Studenta, ktory ma po Case dosiahnut’ az na doktorandsky titul aj
Studenta, ktory md v pldne ziskat’ bakaldrsky titul?

Je to patetické, ale Slovensko potrebuje dobrych bakaldrov. A pokial moZno sebavedo-
mych a spokojnych a nie zatrpknutych a urazenych, ktorym bolo na vysokej Skole ukdzané,
Ze v matematike zlyhali. NaSa sti¢asna situdcia je takd, Ze vysokokvalitni odbornici, ktorych
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st schopné naSe Skoly vychovat, odchadzajia pracovat’ do zahranicia. Vazme si Studentov,
ktorf ostanu pracovat’ na Slovensku a skisme ukdzat’ uZitonost matematiky aj Studentom,
ktori nebudd v praxi ani v dal§om $tidiu potrebovat’ rozsiahle teoretické matematické za-
klady. Pokidsme sa diferencovane pontiknut’ §tudentom ¢o najviac podl'a ich schopnosti a tak,
aby mohli dobry vykon podat’ aj slabsi Studenti.

Ambiciou tohto ¢lanku nie je pontknut’ rieSenie problémov uvedenych v predchadzaju-
com odseku. Jeden z navrhov rieSenia si je mozné pozriet' v [5]. Na zaciatok bude dobré si
tieto problémy uvedomit’. Snazit’ sa sicasnd ndplii matematickych predmetov ucit’ so zre-
telom na nastolené problémy. Napriklad tak, Ze vypoctovo naro¢né tlohy nechdme urobit’
pocitacu.

V nasledujicom texte st popisané niektoré skiisenosti z vyucovania pravdepodobnosti na
Fakulte riadenia a informatiky v Ziline, ktorych spolo&nym prvkom je vyuZitie open source
softvéru pri spracovani dloh. Ulohy st zdmerne volené tak, aby pri ich rieSeni tudenti
ziskali ¢o najviac skdsenosti nielen s matematickymi modelmi, ale aj s dejmi, ktoré ich
v praxi vyjadruji a s pouZitim softvéru, ktorého vhodnost’ na rieSenie ulohy nie je vopred
zZnama.

2 Tlustracie v predmete Pravdepodobnost’ a Statistika

Nerovnovaha medzi u¢enim vytvarania modelov a u¢enim technickych prostriedkov na ich
rieSenie sa asi najvyraznejsie prejavuje v predmetoch pravdepodobnost’ a Statistika. Predstava
distribu¢nej funkcie diskrétnej ndhodnej premennej je velmi ndzornd a Studenti nemaji
najmensi problém pochopit’ ako dostaneme jej hodnoty v jednotlivych bodoch reélnej osi.
V pripade, Ze pocitame hodnoty distribu¢nej funkcie spojitej ndhodnej premennej pomocou
integralov, Studenti zabudnud pocas vypoctu integralu, ¢o vlastne pocitaju a tak sice dospeju
k spravnemu vysledku, ale nevedia, ¢o znamend. Pri vysvetlovani vyznamu vypo¢tu hodnot
distribu¢nej funkcie pomocou integralov nardzame na problém, Ze pre jednoduché rozdelenia
vieme urobit’ vypocet aj bez integrovania a pri zloZitejSich je vypocet integrdlu tak nirocny,
Ze je na hranici schopnosti Studentov.

Navyse, pri vypocte hodnodt distribu¢nej funkcie normélneho rozdelenia namiesto vy-
poctu integralov, pouzivame tabulky! PretoZe v tomto pripade to pomocou integralu vypo-
¢itat’ nepdjde. Presne povedané, integrdl z hustoty rozdelenia pravdepodobnosti nahodne;j
premennej s normalnym rozdelenim sa nedd vyjadrit’ pomocou elementdrnych funkcii. Pri
vyucovani namiesto tréningu technik pocitania integrdlov sa budu teraz Studenti ucit, ako
hladat hodnoty v tabulkdch. A aby to bolo efektivne, dostand vSetci Studenti rovnaké ta-
bulky. ILahko nahliadneme, Ze Studenti medzi¢asom davno zabudli, Ze pocitaji obsah plochy
pod krivkou hustoty a Ze t4 plocha je vlastne nejakd pravdepodobnost. Je mozZné, Ze Stu-
denti vSetky naucené vedomosti po skonéeni semestra stratia spolu s tabulkami. Navyse,
uditel prestdva posobit’ doveryhodne, ked rovnakd tdlohu poZaduje (bez vysvetlenia) rieSit’
réznymi technikami, niekedy integrovanim, inokedy hl'adanim v tabulkéch. U¢itel by vedel
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zdovodniit, preco je mozné niektoré integrdly vypocitat’ iba numericky, ale to nem4 cas
urobit’ v kurze tedrie pravdepodobnosti.

Predstavme si iny spdsob ako vysvetlit’ Studentom vypocet hodndt distribu¢nej funkcie.
Zoberme si hustotu rovnomerného rozdelenia pravdepodobnosti na intervale (1,3). Tato
hustota m4 tvar

0 pre x <1,
fw={ L1 pre 15x<3,
0 pre x> 3.

Hodnoty distribu¢nej funkcie F(x) dostaneme ako plochu pod krivkou f(x), ktord vypoci-
tame ako plochu obdiZnika so stranami 1/2 a (x — 1), alebo dosiahne hodnotu 0 alebo 1.
V tomto pripade sa d4 aj slabSim Studentom ukdzat, ako sa rovnaky vysledok dé ziskat
pomocou integrovania funkcie hustoty f(x). Teda

0
pre x<1,
X
Fr)=< S=1)= [ f@Od=[0"+[5];=0+5-5 pre 15253,
1 pre x> 3.

Nasleduje domadca dloha ndjst’ softvér, ktory tento integrdl vypocita. RieSenie takejto tilohy
je v silach vSetkych Studentov. NavySe budi vediet, €o vlastne rieSia. Keby si nevedeli rady,
mdzeme im poradit’ niektory zo softvérovych systémov Octave, Kpl, QtiPlot [6-8].

Nie je vSak nutné pontikat’ konkrétny softvér skor, neZ nejaky skidsia ndjst’ sami. Ta-
kyto pristup mé hned niekol’ko vyhod. Na vlastnych chybach sa §tudenti naucia najviac
a kde inde ako v Skole by sa mali dozvediet, Ze nie vSetky softvérové produkty naozaj ro-
bia to, ¢o deklaruju. Napriklad vypocet hodndt exponenciélnej funkcie bude v tabulkovych
procesoroch menej presny nez v programoch na to uréenych. Na druhej strane sa v tabulko-
vych procesoroch daju jednoducho vypisovat’ tabulky, vykreslovat’ grafy roznych zévislosti
a histogramy (pozri napr. [9]).

Ak ucitelia netrvaji na tom, aby pouZili Studenti rovnaky postup, mézu sa dozvediet’
o novych produktoch. Nemaju Cas ucit’ sa kazdy z programov, ktoré Studenti pouZiju. LenZe
to ani nie je potrebné. Staci, ak na zdklade vysledkov skontroluji dlohy. A pre Studenta je to
tieZ nova skiisenost. M4 vysvetlit’ ucitelovi nieco, ¢o ucitel nepoznd, a nie hovorit’ rieenie,
ktoré ucitel’ poznd a oakdva. Tymto sa priblizime o kisok bliZsie k cielu naucit’ nasich
Studentov verit’ si a svoje vysledky naozaj vysvetlit. Nie preto, aby bol ucitel’ s vysvetlenim
spokojny, ale aby ho pochopil. Nastdva situécia, kedy Student vie viac ako ucitel’ a chce mu
svoju vedomost’ odovzdat’ nie kvoli zndmke, ale aby sa ucitel’ dozvedel nie¢o nové. Tento
pocit by sme mali Studentom vysokej Skoly dopriat’.

Ulohy zadédvame v prostredi LMS Moodle [3, 4], upravenom pre potreby ZU. Na ob-
rézku [1|je vyobrazené prostredie Moodle tak, ako ho pouZivame v predmete pravdepodob-
nost.
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A Kurz: Pravdepodobnost’ a Sfatistika - Microsoft Internet Explorer

Sibor  Upravy  Zobrazlt  Obllibené polofky  MNéstroje  Pomacnik ","
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B Znamiy
2 9 Ociober-2 Octobar O [ Zamamy o
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& probiémy na 2. cvicenie ] Subory
] Otézky z tedrie k 2 prednaske El Pamoc
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ﬁ Bachrata Katarina
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Obrazok 1: Prostredie Moodle

Ako zdroj iloh mdzeme vyuzivat obrovské mnozstvo dat, ktoré poskytuje Internet. Pri-
kladom ulohy bude n §jst’ data, ktoré predstavuju 100 realizécii nejakej ndhodnej premenne;.
Pomocou histogramu treba usudit, aky tvar bude mat’ rozdelenie tejto ndhodnej premenne;.
Tym, Ze Studenti nemaji presne zadané, aké ddta maji ndjst, musia dobre porozumiet’ pojmu
vyber hodndt ndhodnej premenne;.

Vysledky, ktoré Studenti dostani spracovanim takychto dat, sa daji dobre skontrolovat’
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aj napriek tomu, Ze na ich spracovanie pouZiji rézne programy, ktoré vyucujici nemusi
poznat’, ani ovladat’. Z charakteru dét vie odhadndt, ¢i je vysledok spravny. OkamZite sa tieZ
objavuje potreba a moznost’ interpreticie vysledkov, ¢o je na rozdiel od umelo vymyslenych
uloh, zaujimavy problém.

Pocas dvoch rokov, v ktorych takéto problémy zaddvam, nebol problém néjst’ zodpove-
dajici sdbor dat, aj ked’ Studenti sa spo¢iatku nestrukturovane zadanym tlohdm intenzivne
brania. Prikladmi dat, ktoré nasi Studenti nasli a pouZili, boli napriklad Sirka letokruhov
na storo¢nej sekvoji, kurz koruny a eura, intervaly medzi prichodmi zamestnancov nasej
univerzity merané v dochddzkovom systéme, vyska a vdha hraCov hokeja, ¢i basketbalu,
vysledky lotérii. . .

Na obrézku 2] je vypracovanie [12] dlohy Studenta 2. ro¢nika bakaldrskeho $tudijného
programu Informaéné systémy, na fakulte FRI ZU. Ulohou bolo ndjst’ data zodpovedajtice
normalnemu rozdeleniu pravdepodobnosti a odhadniit’ parametre tohto rozdelenia. Spraco-
vané boli déta popisujiice vysku profesiondlnych hracov NHL a je ich moZné ndjst’ na stranke
www.nhl.com/players.

7 internetu som si stiahol udaje tykajlice sa wySok profesionéinych hratov Nérodnej

Hokejovej Ligy (NHL)Y. A podrobne som sa zaoberal tymito Udajmi
Nasledujlice Udaje si méZete overil' na stranke : wyvy.nhl.commlavers

meno vyska | meno vyska [meno viska [ meno wyska
ABID 185 ERSKINE 190 | KoMISAREK | 190 [ SHARP 182,5
|ERINDAMOURI 1825 | EMINGER 185 [|NUTSEN 775 | SLANEY. 180 enia pravdepodobnosti : NORMALNE ROZDELENIE
RISSMILLER 190 [ERAT 177.5|KLEE 180 [ SKRASTINS | 1825 y:
| AMONIE 180 FISCHER 1925 | LANSSONEN | 180 | STEWART 178 Wy :
| BARINKA 187.5| FLEISCHMANN | 1825 [LAAKSONEN | 177.5] SvaTos 1775
192,5| FEDOROV 185 | MCCARTHY | 187,5 | TAYLOR 185
LAMOTHE 185 | FRITSCHE 182,5 [ MODIY 190 | TRNKA 185
|ERIC DAZE 195 | ERIESEN 12,5 |NEMINEN | 182,5 | TVERDOVSKY | 162,5 i 5,
DENIS 182.5] GABORIK 182,5 [NYSTROM | 1825]uLANOY 1875 Histoaras retick4 funkcia hustoty nihodnej premennej
larnsTRONG | 180] GREEN 1775 | NORTON 190 [UMBERGER | 185 s normalnym rozdelenim pra >dobnosti so strednou
BALASTIK 185 | HAINSEY 1875 [ NAZARQV. 192,5 | YAUCLAIR 180 hodnotou 183,31 a
BOYNTON 185 | HEEREM, 1825 | NEDVED. 1875 | \YRORNY 175 s disperziou 26,2774.
| BARINA 187 5| HIGEING, 180 | NYLANDER | 182,5 | ANEI 185 a Legenos A
BICEK 175 [ HRD INA 180 [ NEDOROST | 1825 |OKOUN 180 & Noam (18331562
BABNES 1825 [ HOLIK 190 | MORAN 1775 | \yARD 185 I
CARTER 1825 [ IGINLA 182,5 | QLESZ 182,5 [WRIGHT 180
|ciBaK 1825 | IVANANS 190 [ QUELLET 180 [\WHITE 175
CHARA 2025 [ JURCINA 190 [ORSZAGH [ 177.5[vORK 1825
CUTTA 1875 JAGR 187.5 | PALFFY 1775 | ZNOVIEY 175
CHIMER 185 | JANIK 185 | POPOVIC 1825 | ZHITNIK 1775
CORSO 1725 J0HNSON 1825 | QUINT 185 | GIROUX 1825
MB& 1EDW 180 Eé N g\/ 185 1] &Eg 185
DRAKE 180 [ KOLNIK 175 | RAFALSK 175 [ MCYVICAR 190
|DIMAIQ 175 | LLEIN 1825 | ROBA 1775 | MAJESKY. 190
[BERMER 185 | EAGER 185 | KLESLA 187,5 [SALEL 1825

Typ rozdelenia pravdepodobnosti : NORMALNE ROZDELENIE
Vypo&itané hodnoty:
Najmendia hodnota NV :172,5

Najva&Sia hodnota NV :202,5

Aritmeticky priemer = 183, 3086

Vyberovy rozptyl = 26,2774 1725 17523 17795 18068 18341 18614 18886 19159 134R 19705 19977 025
Odhad strednej hodnoty m = 183,3086 .
odhad disperzie G = 26, 2774 Naprogramované v jazyku Ct+

Obrazok 2: Dita predstavujice ndhodni premenni s norméalnym rozdelenim pravdepodobnosti

3 Tlustracie v predmete Analyza procesov

V predmete analyza procesov maji Studenti predvedenych niekolko na prvy pohlad odlis-
nych metdd na jeden jednotiaci princip (podrobnejsie v predndsSkach [10]). Tym principom
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je, Ze ortogondlny priemet nejakého vektora do podpriestoru je jeho najlepSou aproximaciou
spomedzi vSetkych vektorov tohto podpriestoru. Pre budtcich inZinierov je dobré si uvedo-
mit, Ze ako ortogondlny priemet vektora do podpriestoru sa d4 chdpat’ aj linedrna regresia,
aj Fourierova transformécia, ¢ dokonca Karhunenova a Lo&vova transformdcia. Studenti
vyrieS$ia tlohu na cviceniach na konkrétnom priklade s diskrétnym ¢asom a s malym poctom
hodnét. Doma potom ti istd dlohu rieSia uz s pouzitim open source softvéru, pre omnoho
VACST subor dat.

Na ilustriciu pouZijeme priklad na line4rnu regresiu. Uloha spo&iva v ndjdeni priamky,
ktord je najblizSie v zmysle euklidovskej metriky k pdvodnym dédtam. Jednotlivé hod-
noty procesu namerané v Casoch fy,t1,...,fy—1 budd predstavovat’ zlozky vektora f =
= (fo,f1,---,/n—1). Tieto déta aproximujeme vektorom s hodnotami f= (fo,fl I ,fN,1)

f=(coteito,....coteitno1) =co(1,1,...,1) +c1to,r1,-. - tn-1).

[yl

Budeme teda hl'adat’ najblizsi vektor k vektoru f spomedzi vietkych vektorov f na priamke
y=cop+cit, t.j. spomedzi vsetkych vektorov podpriestoru generovaného bazou 4:

B = {b() = (1,1,...,1),1)1 = (l‘o,l‘l,...,[N_l)}.

Najbliz§im vektorom je ortogondlny priemet f vektora f do tohoto podpriestoru. Potom
vektor f — f musi byt kolmy na kazdy vektor bazy podpriestoru a teda pre skaldrny stcéin
povodného vektora a bazovych vektorov bude platit

fobg=fGby, foOby=Ff0b;.

Ak dosadime f = cobg + c1b1, tak z vlastnosti skaldrneho suc¢inu l'ahko odvodime, Ze
koeficienty cg,c; st rieSenim sudstavy dvoch linedrnych rovnic o dvoch nezndmych:

N-1  N-1 N-1 Nl N
coN+e1 Y =Y fo co Y tt+er Y, 2=Y fitk.
k=0 k=0 k=0 k=0 =0

Odstranenim Casovej zavislosti z vektora f dostaneme vektor g = f — £, v ktorom budeme
zistovat’ periodické trendy. Tie uré¢ime pomocou diskrétnej Fourierovej transformacie, kon-
krétne amplitidového spektra procesu g. Spektrum vektora g dostaneme ako koeficienty jeho
priemetu do harmonickej bazy: # = {b,}_, kde b, = (1,0", ®*",...,@™~"), pri¢om
w=e™¥.

Tentokrat v§ak na ich vypocet nebudeme potrebovat’ stistavu rovnic, ale len jednoduché
vzorce. Harmonicka baza je totiz ortogondlna a tak z povodnej sistavy ostand len ¢leny,
v ktorych nevystupuje skaldrny sicin dvoch roznych vektorov harmonickej bazy. Pre vypocet
koeficientov v harmonickej baze teda dostdvame:

. _ 8Obs . :lN_lg o ik
n bn®bn’ n Nk:() k .
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Porovnanim velkosti tychto koeficientov zistime, ktoré z vektorov bdzy maji na proces
najvacsi vplyv a teda, ktoré periddy v procese s najviac dominantné. Rovnako, ako pri
linedrnej regresii, aj teraz vyjadrime aproximdciu pdvodnych dit g pomocou menSieho

poctu koeficientov. Odhad g pomocou koeficientov ¢, a cy—,, = ¢, bude:

& = cmbm + cn—mby—m = 2Re{cy } cos (217:,’1 k) —2Im{¢,,} sin (217\71> .

Po odstraneni periodického trendu mdéZeme v tlohe pokracovat’ a vyjadrit’ priemet procesu
do Karhunenovej a Lo&vovej bdzy, ktorej vektory s vlastné vektory kovariancnej matice
procesu. V tomto pripade vSak budeme na vypocet potrebovat’ niekolko realizcii povod-
ného procesu. Vyjadrenie procesu v baze pozostavajicej z vlastnych vektorov je zndme aj
pod ndzvom PCA (Principal Components Analysis), na§im cielom bude ukdzat’ Studentom,
Ze aj v tomto pripade sa metdéda dé interpretovat’ a odvodit’ ako ortogondlny priemet vektora
do podpriestoru generovaného urcitou bizou. V pripade linedrnej regresie bazu podpriestoru
ur¢ime vopred, v pripade Fourierovej transformdcie je baza urcend zdkladnou frekvenciou
w=cV a vy$8imi harmonickymi frekvenciami, v pripade Karhunenovej a Lo€vove;j trans-
formécie je baza zavisld od charakteristik skimaného procesu.

Zaddavanie problémov a ich kontrolu realizujeme cez systém Moodle. Na obrdzkoch
a [ vidime zadanie dlohy linedrnej regresie a DFT tak, ako ho v systéme vidia Studenti.
Nasleduje vyobrazenie prostredia na komunikdciu s jednym konkrétnym Studentom.

Vypracovanie:

V prvom kroku ¢lohy uréime vektor g odstrinenim linearncho trendu z povodného
procesu £ Znamend to, ¥e spravime rozdicl g = £ — £ odhad, prifom [ odhad dostancme
aproximécion procesu T priamkou:

y=cp+cit
V octave slii na odstrénenie linedrncho trendu funkcia detrend. Cife vektor g = detrend (f)
a vektor f_odhad = f — detrend(f):

Analyza procesov [ [lstna ~[
e-Learning 2U » AP » Zadania » Gloha9 KB - :
Zobrazit 15 odovzdanych zadani . = vektor -
Pouzite Va3 100 zZiozkowy vektor f a odstrarite z neho linearny trend. Potom wiereslite proces g=f - fodhad. —— odhad vektora
Néjdite amplitidové speldrum procesu g a pomacou tohoto speldra najdite dve dominantné pariédy procesu g
Urobte godhad odhad procesu g pomocou lineamej kombincie zodpovedajicich dvach funkeil cosinus 28 g
Vykresiite do jedného grafu procesy f a fodhad. Do druhéno obrazku amplitidové a fézové spektrum procesu % &
@& do tratieo obrézku procesy g 2 godhad.
Ulohy treba odovzdat' do utorka 21.11.2006 do 12 00 na tento portal. Na cvigeniich bude traba obhaji” 24 \/
Dostupné od: Thursday, 2 Nevember 2006, 12:45 PM p -
Datum, do ktorého treba zaslat' vypracované zadanie: Wednesday, 22 November 200, 1000 PM
20 ﬂ 1
Preniest’ subor (Maximéina vefkost' SMB) n K/‘[\
8 -
/
Prenist tanto sibor ® ]
1

o 10 20 30 40 50 B0 0 B0 90 100

Obrazok 3: Linedrna regresia

Na ilustraciu si pozrime vypracovanie tlohy [11], ktoré odovzdala Studentka 4. ro¢nika,
Studijného programu Informacné a riadiace systémy, zameranie Management, na fakulte FRI
ZU. Spracované boli déta popisujiice percentudlny vyvoj nezamestnanosti pocas 100 me-
siacov v rokoch 1992 a7z 2000, vo Vranove nad Toplou. Déta je mozné ndjst’ na stranke
http://www.oupvranov.sk/Nezamestnanost/%4201991-2000.htm
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Na obrazku [3|je vykreslend linedrna regresia, teda ndjdenie priamky, ktord je najbliZsie
v zmysle Euklidovskej metriky k povodnym ddtam. Namiesto po6vodnych 100 hodnot, su na
vyjadrenie dat pouZité iba 2 koeficienty.

1 10 20 30 40 =0 B0 70 80 50 100

Takto ziskany vektor g musime vyjadrit’ v harmonicke) baze a wéit’ jeho amplitidove
afazové spektrum. Spektrum procesu g uwréime fourierowou transformaciou. W octave sa da
tato transforméacia vykonat' pomocou f-cie fft, prifom ziskane spekrum je potrebné edte
predelt’ pottom zloZiek veltora g:

spelctrum = (It (g)) £ 100

Amplitddove spektrum ziskame uriéenim absclitnych hodnét jednatlivych zlofiek
spektra procesn g v harmonicke] baze:

ampl_spektrum = abs(spektrum)

Fazovwe spektrum ziskame urfenim velkosti vhlov jednotlivych zloZiek spektra
procesu g w harmonicke) baze

faza spektrum = angle(spektrum)

Obrazok 4: Zadanie tlohy a komunikécia so §tudentom

Na obréazku [5je zobrazeny proces po odstraneni ¢asovej zdvislosti, na obrazku[6] vidime
spektrum tohoto procesu a na obrdzku [/|je vykreslend aproximdcia procesu suctom dvoch
harmonickych funkeii.
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amplitidové spektrum procesu g
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Al sme z procesu f Uspeine odstranili linearny trend, nulta zloZka spektra procesu g
v harmonicke] baze, by 2a mala rovnat’ nule. Z obrazkta je moEné vidiet, fe asolitna hodnota
teite zlogky priklizne splia tite podmienky, konkrétne:

ampl_spetrum(1,1) =8 1180e-013

Znatena to, Ee linearny trend sa nam podarile odstranit’ dostatoéne presne.

Obrazok 5: Odstranend &asovd zdvislost’

4 Zaver

Technické vysoké Skoly zdpasia v sti€asnosti s neustédle sa zvySujicimi ndrokmi na Studentov
a zdroveinl so slabsimi zdkladmi, ktoré majd Studenti prichddzajici Studovat. Dnes naozaj
nestaci naSich informatikov a managerov naucit’ to, ¢o sme ich u€ili pred 15 rokmi, niektoré
predmety museli vzniknit nové, tak ako vznikli nové technoldgie. Na druhej strane na vy-
soké Skoly prichadza vicsie percento populdcie a preto priemerné schopnosti Studentov budi
trochu niZsie ako pred 15 rokmi. Ak teda my ucitelia matematiky nechceme ostat’ nepocho-
peni, musime Studentom umoZnit, aby zvladli to, ¢o chceme, aby Studovali. Potrebujeme
urobit’ matematiku pristupnejsSou.

Neznamend to, Ze matematika ma byt l'ah$ia, alebo Ze mame naucit’ Studentov mene;j.
Matematika ma byt ind. Nie matematika ako takd, ale matematika, ktorti u¢ime Studentov na
technickych vysokych skoldch. M4 byt takd, aby ju nasi Studenti vedeli pouZivat, aby vedeli
pomocou nej tvorit. Na vyu¢ovani by sme mali od trénovania vypoctov prejst’ na rieSeniu
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Takte sme zistill, Z2 najviac dominantné periddy predstavuyld tretia a deviata hodnota
amplitudovehe spelctra ataktieZ ich komplexne zdruzene hodnoty, Gize devat'desiatadewviata
a devat'desiatatretia hodnota Peridda, ktora rodpowedd tretey a devit'desiatejdeinate) hodnote
amplitidovéhe spekira sa pofas prichehu procesu g zopakuje dvakrat a peridda, ktora
zodpoveda deviate] a devat'desiatejtretej hodnote amplitudoveho spekira sa potas priebehu
procesu g zopakuje osemkrat.

Ddhad procesu g urobime pomocou linearne] kombinacie dvoch funked kosinus, ktoré
zodpovedaji dvom najdominantne|sim periddam procesu g. MéZeme to urebit’ pomeocou
spétnes fourteravey transformécie alebo pomocou vetahu

00
R R |i2.|n::,ll |.cos[2%.n.k— cp*]]

kD
Zapis v octave;

g_odhad=2%abs(spektrum{1,3)1*cos( 2 p1*2*(0- 990 100+angle(spektrum {1 3N +2*abs (spelctr
um( 1,9  cos( 2 p1 B0, 99 W 100+anglelspekirum (1,50

| — g odhad —— wektor g |
E T T T T T T T

Obrazok 6: Spektrum procesu v harmonickej baze

slovnych tloh a na tvorbu modelov. Vypocty zvladne kalkulacka, teda po nasom softvér,

ale tvorba modelov bude stdle dlohou inZiniera. Tak nech je n4s Student v rieSeni problémov
dobry, na jemu adekvatnej drovni. A nech vie o tom, Ze je dobry.
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Takto sme zistili, ¥e najviac dominanine periddy predstavujd tretia a deviata hodnota
amplitidového spekira a taktieZ ich komplexne zdruZené hodnoty, CiZe devat'desiatadeviata
a devat'desiatatretia hodnota Peridda, ktora zodpoveda tretej a devat'desiatejdeviate] hodnote
amplitudoveho spektra sa pofas priebehu procesu g zopakuje dvakrat a peridda, ktora
zodpoveda deviate] a devit'desiatejtrete] hodnote amplitidového spektra sa potas priebehu
procesu g zopakuje osemkrat.

Odhad procesu g urobime pomocou linearne) kombinacie dvoch funkeii kosinus, ktore
zodpovedal dvom najdominantneifim pericdam procesu g MoZeme to urobit’ pomocou
spatnej fourierovej transformacie alebo pomocou vat'ahu:

9
E A e A =|:2.|C*|.COS(2%.?3.k— a:,j:|

k0
Zapis v octave;

g odhad=2%*abs(spektrum(l,3))*cos(2¥p1*2*(0:99)/100+angle(spektrum(1,3)))+2*abs (spekir
um(1,9)*cos(2*p1*8*(0:99)/100+angle(spektrum(1,9)))

| g odhad vektor g |
6 T T T T T T T T T

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 j

0 10 20 30 40 50 lH] 70 B0 a0 100

Obrazok 7: Aproximacia procesu stiétom dvoch harmonickych funkcif
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