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Abstrakt. V tomto ¢lanku je prezentovana implementicia medzerového prvku na rieSenie
2D kontaktnych problémov bez trenia. Je odvodeny medzerovy prvok a diskutované st jeho
vlastnosti. Pre diskretizaciu kontaktnych telies si pouZité linedrne Stvoruholnikové prvky.
Kontakt sa riesi iteracne dpravou Youngovho modulu pruZnosti aZ kym sa dosiahne konver-
gencia vo vSetkych medzerovych prvkoch. Vysledky ilustracného prikladu si porovnané
s MKP programom ADINA.
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algoritmus

SOLUTION OF CONTACT PROBLEMS
USING GAP FINITE ELEMENTS

Abstract. A finite gap element implementation of 2D frictionless contact problems is
presented in this paper. The gap element is derived and its properties are discussed. For
discretization of contact bodies are used the linear quadrilateral elements. The contact is
solved by iteration updating Young’s modulus of elasticity as far as achieved converged
solution in all gap elements. The results of illustrative example are compared with FEM
program ADINA.
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algorithm
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1 Uvod

Vo vSeobecnosti kontaktné problémy v mechanike telies obsahuju trenie medzi dvoma a via-
cerymi tuhymi alebo poddajnymi telesami. Mechanické zatazenie sa potom prenésa interak-
ciou medzi tymito telesami. ZloZitost' rieSenia kontaktu spociva v nelinedrnom charaktere
kontaktu, aj v pripade malych deformdcii a posunuti a pri elastickom sprdvani sa materialu.
Délezitou podmienkou v rieSeni kontaktu je nepreniknutelnost’ telies. T4to podmienka sa déd
do formuldcie kontaktu zahrnit' v tvare nerovnic. Na splnenie podmienky nepreniknutelnosti
telies sa pouZzivaju dva pristupy: (1) ohranicenia na posunutia sa zahrnd priamo do formula-
cie; (2) pouZiju sa tzv. medzerové prvky (gap elements) na spojenie uzlov, ktoré mdézu prist’
do kontaktu.

V priamom pristupe musime najprv identifikovat’ body kontaktu. Po identifikovani bo-
dov kontaktu, podmienku nepreniknutelnosti mdZeme zaviest’ viacerymi spésobmi. Jednou
z moznosti je definovat kontaktné sily pouzitim metédy Lagrangeovych multiplikitorov
alebo metddy pokutovych funkcii [1]. Ind moZnost’ je rieSit’ kontakt ako problém mate-
matického programovania. U metddy pokutovych funkcii nesprdvne zvolenie pokutového
parametra mdze spdsobit’ prenikanie telies (nizka hodnota pokutového parametra) alebo nu-
merické problémy (vysoky pokutovy parameter). Metdéda Lagrangeovych multiplikdtorov
je Casovo ndro¢nd, pretoZe je potrebné definovat’ dalSie premenné (Lagrangeové multiplika-
tory), ktoré predstavujui kontaktné napitie. Velmi efektivna metdda je metéda kontaktnych
podmienok v tvare rovnic [2,3]. Zahrnutie kontaktnych podmienok je v tejto metéde kon-
zistentné s principom virtudlnych prac pre MKP.

Druhd skupina vyuZiva na splnenie podmienky nepreniknutelnosti medzerové prvky
(MP) s velkou tuhostou, ktoré spdjaju pary uzlov v oblasti kontaktu [4]. Kontakt sa potom
modeluje zadanim nelinedrnej charakteristiky tuhosti elementu v z4vislosti na polohe uzlov.
Pokial’ medzera medzi kontaktnymi telesami je nulové je aj tuhost’ nulova. V opaénom pri-
pade, t. j. ked dochddza ku kontaktu, medzera je zatvorend a tuhost ma nenulovi hodnotu.
Poznamenajme, Ze nevyhodou pouZitia medzerovych prvkov je, Ze musime vediet, kde na-
stane kontakt. Napriklad pre gumu, ktora je z hyperelastického materidlu, je odhad polohy
kontaktu zloZity, ¢o mé za nésledok nesprdvny prenos zataZenia na povrchu kontaktnych
telies. Vyhodou pouzitia MP je, Ze nevyZaduji zavaddzanie novych nezndmych alebo Specidl-
nych algoritmov rieSenia. Preto sa algoritmy rieSenia lahko implementuji do existujicich
programov MKP [5].

Okrem MKP velmi atraktivne je aj pouZitie metédy hrani¢nych prvkov (MHP) [6].
Iné metédy vyuZivaji vyhody MHP a MKP a st zaloZené na Bettiho vete o reciprocite
a Trefftzovych funkciach [7,8]. V [9] sa pouZzivaji hybridné Trefftzovske (HT) kone¢né prvky
a stykové (interface elements) Kaliakinove-Liove (KL) prvky. Stidium metéd zaloZenych
na varia¢nych rovniciach a nerovniciach a ich porovnanie s programom ANSYS je v [10].
Nové rieSenia v mechanike kontaktu s prezentované v [11].

Cielom tohto prispevku je odvodenie efektivnej procediry na analyzu 2D kontaktu
pouZitim Stvoruholnikovych kone¢nych prvkov a nelinedrnych MP prvkov. Navrhnuty je
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aj algoritmus rieSenia a jeho implementécia v jazyku C++. Spravnu funkcénost’ algoritmu
a porovnanie vysledkov s programom ADINA dokumentuji vysledky ilustracného prikladu.

2 Vlastnosti medzerovych prvkov

Na odvodenie procediry na analyzu kontaktu telies prostrednictvom MP uvaZujeme kontakt
na obrazku[T} MP sa bude predlZovat alebo skracovat’ v zdvislosti od pohybu telies A a B. Jeho
di7ka sa stdva premennou medzerovou vzdialenostou d. Je zrejmé, Ze k predlZovaniu MP
dochédza, ked’ v prvku vznikd tah, to znamend, Ze osova deformécia € je kladnd. Na druhej
strane, MP prvok sa skracuje, ked € je negativne (tlakové). VSeobecny MP ma nasledovné
vlastnosti:
e £ > —1,0; je to stav pred kontaktom.
e £ < —1,0; dochadza ku kontaktu. V tomto pripade moze dojst’ k preSmykovaniu ak
T > u|o| alebo ide o Smyk ak 7 < u|o|, kde u je koeficient trenia a 7 je Smykové
napitie.
e £ = —1,0; hrilbka MP je nulova a telesd st v kontakte v tejto oblasti. Ked € < —1,0
to znamend, Ze dochddza k preniknutiu telies a je potrebné modifikovat’ tuhost.

RieSenie kontaktu je iterany proces, ktory moZe byt nestabilny. Na dosiahnutie kon-
vergencie v niekolkych itera¢nych krokoch je potrebné definovat’ adekvatne konvergenéné
kritérid, aby nedochddzalo k oscil4cii rieSenia.

Hore uvedené spravanie sa MP sa pouZiva na rieSenie jednoduchych kontaktnych pro-
blémov. Odvodenie prvkov s uvedenymi vlastnostami je problematické, ked medzera medzi
telesami sa zmenSuje alebo sa rovnd nule.

Teleso A Teleso B

Ij Kone&né prvky

e Gap elementy

Kontaktny
povrch

Obrazok 1: Kontakt telies pouzitim medzerovych prvkov
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Preto namiesto dizky MP zavadzame maly parameter § a kontaktny stav sa definuje
spolu s velkostou medzery. Dalej sa definuje parameter tzv. indikator kontaktu u

R (1)

Z rovnice (1) vidime, Ze medzera medzi telesami je tplne zatvorend, ked’ i je rovné nule
a telesd st oddelené, ked' u je vicSie ako nula. Ak hodnota indikétora je mensia ako nula,
potom dochéddza k preniknutiu telies. Je potrebné poznamenat,, Ze ku kontaktu dochddza, ked’
1 =0, to znamend, 7e d = 8. Nevyhodou MP je ked sa ma rieSit’ kontakt velmi elastickej
konstrukcie, napr. z hyperelastického materidlu s velmi tuhym telesom. Tu na zaciatku
kontaktu nepozndme deformaécie elastického telesa a predpokladdme iba pary uzlov, ktoré
pridu do kontaktu. TakZe pri velkych deformdcidch si MP umelo donttené k spojeniu uzlov.
V tomto pripade kazdy uzol na povrchu kontaktnych telies, bez ohl'adu na jeho poziciu
po deformécii mdZe prendsat’ silu, ktord bola pdvodne pridelend MP. To m4 za nisledok
nespravny prenos sil.

3 Princip algoritmu rieSenia kontaktu

Princip algoritmu rieSenia kontaktu pouzitim MP je jednoduchy. Predpokladdme, Ze pred
kontaktom je Youngov modul E zanedbatelne maly tak, Ze dochddza k pohybu telies. Na
druhej strane, ked’ dojde k prenikaniu telies, je potrebné uvazovat’ velki hodnotu E. To ma
za nasledok, Ze moduly jednotlivych prvkov je potrebné spojito menit’ aZ kym element nie
je v iplnom kontakte alebo E mé nenulovd hodnotu.

Numericky iteracny algoritmus je odvodeny za predpokladu, Ze osové napitie v i-tom
prvku o je po¢as kontaktu konstantné. Potom pre 1. iterdciu plati

o = E{i} = Ej kol )

kde o1 je zdpornd kontaktna tolerancia s velmi malou absolitnou hodnotou. Testy ukdzali,
Ze uspokojivé vysledky sa ziskaju pre po = 0,05. Iteracny proces pre prvé tri iteracie je na
obrazku[2l
KedZe spravanie sa jedného prvku zavisi od spravania sa dalSich prvkov, tak nasledujica
iterdcia vo vieobecnosti nebude spliiat’ podmienky kontaktu. Preto kvoli konvergencii sa
pouzije vi¢sia hodnota E. TakZe (k+ 1)-vd iterdcia bude
A oy
Eipn =Bk (14 0), 3)
Hiol
kde o je parameter zrychlenia na stabilizovanie konvergencie rieSenia. Testy ukdzali, Ze na
dobrd konvergenciu sa odporiica pouzit @ = 0,01. Poznamenajme, Ze stav kazdého prvku
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Indikator (-) utol 0
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Obrazok 2: Iteracny proces s modifikdciou Youngovho modulu
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Obrazok 3: Iteracny proces pred kontaktom a v kontakte

moZeme ovplyvnit’ poCiatoénymi hodnotami indikétora g a Eo. Na obrdzku3]je znazorneny
itera¢ny proces pred kontaktom a v kontakte.
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Po k-tej iterdcii ma indikator kontaktu tvar

. i
i,acc

; E
e = B e @
Ey
a odpovedajici modul E prenikajiceho prvku je

) Ei i —|—El i
E]l{+1 — M (I—I-OC). (5)
ol
Na druhej strane, modul E natahovanych prvkov sa modifikuje zavedenim tzv. tahovej

reduk¢nej konStanty 3
Eyy; = BE;. (©6)

Tu je potrebné riadit minimédlnu hodnotu E. ZmenSovanie E ovplyviiuje konvergen-
ciu a jeho adekvatna redukcia zdvisi od geometrie a stupiioch zataZenia v analyzovanych
problémoch. Na zdklade numerickych testov bola konvergencia dosiahnutd pre f = 0,1
pre jednoduché pripady a B = 0,25 pre vSeobecnejSie pripady. Algoritmus rieSenia je na
obrazku[3l

4 Popis programu a funkcii

Program pouZiva manudlny preprocesing, t. j. vSetky vstupné udaje sa zaddvajui ru¢ne po-
mocou kldvesnice. Priklad siete s ¢islovanim prvkov a uzlov je na obrazku [4]

5 3 2
@ @ o
2 1
Medzerovy
prvok
6@ 04 ® 1
5] 6] 7]
1M1e 09 ® 8
3 4 Cislo
/ uzlu
@ @ L J
12 10 7

Obrazok 4: Priklad siete prvkov a &islovanie prvkov a uzlov

Do stiboru hlavny.cpp zapiSeme stradnice uzlov do pola suradniceuzlov (obrézok@)
od prvého uzla az po posledny, pricom prvé dve ¢isla v matici uddvaju jej rozmery. DoleZité je
uviest’ velkost’ pola (pocet ¢isel v matici). DalSie pole, ktoré sa zaddva v sibore hlavny . cpp,
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| Zaciatok iteracnej procedury

}

Specifikovat parameter a minimalny Youngov modul
pruznosti pre gap element.

Pociato¢ny indikator a Youngov modul pruznosti
pre kazdy gap element

| Vypocet indikatora pre kazdy element

l

Overit konvergenciu a zistit hodnoty:
NTEN - pocet oddelenych gap elementov, ktoré maju
Youngov modul pruznosti va¢si a je minimalny

NCOM - pocet prekryvajucich sa gap elementov

NTEN >0 nie

nie

NCOM = NCOMpre

| Modifikovanie redukénej konstanty |

4| Redukcia modulu pruznosti redukénou konstantou |

Y

nie
RieSenie skonvergovalo [« NCOM >0

ano

Koniec iteracného procesu

2Zvysenie Youngovho modulu pruznosti pre prekryvajice
sa gap elementy

| NCOMpre = NCOM pre zastavenie kmitania |7

Obrazok 5: Algoritmus rieSenia

je pole elementy (obrdzok [7). Do tohto pola sa zapisuji &isla uzlov prisluiného elementu
(4 uzly). Ked zapisujeme MP, tak zapiSeme prislusné 2 uzly a dopiSeme dve nuly, aby sme
dodrzali velkost’ matice.

Nasleduje zadanie materidlu pre pouZité konecné prvky (obrazok[8)). V tomto programe
st pouZzité 2D Stvoruzlové prvky [12] a medzerové prvky sud pritové nelinedrne prvky [2].
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double suradniceuzlov([26]={8,3,1,1,0,2,1,1,3,0,1,4,0,0,5,1,2,6,1,3,7,0,3,8,0,2};

e

Velkost' pola  Pocet riadkov Pocet stipcov Cislo uzla Suradnica X Stradnica Y
matice matice prislusného prislugného
uzla

Obrazok 6: Priklad zadania stradnic uzlov suradniceuzlov

double elementy[22]={4,5,4,1,2,3,4,2,2,5,0,0,2,3,8,0,0,4,5,6,7,8};

A

Velkost pol'a  Pocet riadkov Poget stipcov Cislo prvku  Cislo
matice matice prislusnych
uzlov prvku

Obrazok 7: Priklad zadania prisluinych uzlov prvku do elementy

double material[10]={2,4,4,0.3,1,120000,2,0.1,1,0};

Velkost pola Pocet riadkov Pocet stipcov Rozmer prvku,  Poissonova Dizka hrany Youngov modul
matice matice ktorého materidl konstanta pruznosti
ideme zadavat’

Obrazok 8: Priklad zadania materidlu

Material sa zad4va do pola material. Pre 2D prvok sa zadd Poissonova konstanta v, dizka
hrany a modul E. Pre medzerovy prvok je to velkost’ prierezu, dizka priita a dod sa nula, aby
sa dodrzal rozmer matice. DalSie potrebné materidlové vlastnosti MP prvkov sa zaddvaji
do pol'a GapMaterial (obrdzok E]) Ako bolo uvedené, tieto vlastnosti urcuji, ako sa bude
spravat’ kontakt, ¢iZe je potrebné zadat’ Youngove moduly E a k nim prislu§né posunutia.
Dal3ie pole potrebné na vypocet je pole okrajovych podmienok uchytenia (obrézok. Do
tohto pola sa zapisuju len tie uzly, v ktorych si uréené nulové posunutia.

double GapMaterial[10]={2,4,0,50000,70000,100000,0,0.4,0.7,1};

Velkost pola  Polet riadkov ~ Poget stipcov Youngov modul  Posunutie
matice matice pruznosti

Obrazok 9: Priklad zadania dodato¢ného materidlu pre medzerové elementy

Posledné pole, ktoré potrebujeme na vypocet je pole zatazeni sily (obrdzok [IT). Ak ide
o sily, ktoré pdsobia v smere zdpornom, silu zaddme tieZ zdpornd. Sily zaddvame pre vSetky
uzly, t. j. aj sily v uzloch, ktoré nie su zatazené (nulové sily).

Po zadani potrebnych vstupnych ddajov nasleduje samotny vypocet. Tento vyZaduje
kompilovanie siboru hlavny.cpp vo volne $iritelnom prekladaci Bloodshed Dev-C++.
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double uchytenia[6]={4,1,1,2,8,13};

Velkost pola  Pocet riadkov ~ Pocet stipcov  Nasleduji uzly, kde
matice matice su definované nulové
posunutia

Obrazok 10: Priklad zadania uchyteni

double sily[6]={4,1,1000,0,0,-1000};

Velkost pola Poget riadkov ~ Podet stipcov  Nasleduju sily
matice matice
Obrazok 11: Priklad zadania sil

Hlavny program pouZziva funkcie:

® matrix.cpp,

e linmaticatuhostistvor.cpp,

® globalnamatica.cpp,

e nonlinmaticatuhostiprutu.cpp,

e linmaticatuhostiprutu.cpp.

Vystupom programu st posunutia v uzlovych bodoch. Algoritmy dalSich funkcii potrebnych
napr. na vypocet napéati sd napr. v [13, 14].

Zoznam pouzitych funkcii:

e PrintMatrix — vypis matice.

e InvMatrix — inverzia matice.

e SciMatrix — sCitanie dvoch matic.

e OdcMatrix — od¢itanie dvoch matic.

e NasMatrix — nasobenie matic.

e TranMatrix — transpozicia matice.

o RiesicMatrix — rieSenie systému rovnic KU =F.

o LinMaticaTuhostiStvor — md Sest’ parametrov. Prvé tri parametre st Poissonovo ¢islo,
dlZka hrany a modul E. DalSie dva parametre su sdradnice uzlovych bodov x a y
v globdlnom sudradnicovom systéme. V poslednom je uloZend matica tuhosti prvku.
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e LinMaticaTuhostiPrutu — mé pit parametrov. Prvé tri si prierez, modul E a diZka.
Nasleduje vektor siradnic. Ako posledny je parameter, do ktorého sa uklada vysledok.

e GlobalnaMatica — tato funkcia vola funkcie LinMaticaTuhostiPrutu
a LinMaticaTuhostiStvor na vytvorenie globdlnej matice tuhosti. Jej prvy vstup je
matica suradnic uzlov, dalej je to matica prvkov a odpovedajiicich uzlovych bodov.
Dal3ia matica obsahuje materidlové vlastnosti. Predposledna matica je E a do poslednej
matice sa ukladd globdlna matica tuhosti celej konStrukcie.

5 TIlustracny priklad

Na obrazoku[I2]je kontakt dvoch linedrnych Tabulka 1:
Stvoruzlovych prvkov a dvoch MP. Neli-
nedrna charakteristika prvku je dand v ta-
bulke |1l Vysledky posunuti v uzlovych bo-

E(Pa) | 0,0 | 50000 | 70000 | 100000

e (00| 04 | 07 1,0

doch st v tabulke 2]
Tabulka 2:
Cislo uzlu Posunutie
1 0
F F 2 0
7 6 3 —7,11508E — 17
§ E 4 0,166667
2 Stvoruzlovy 5 0,05
prvok
6 0,166 667
Medzerovy 8 S Medzerovy 7 0,05
prvok prvok
i 0
9 —0,0334559
3 2 10 1,16667
1 Stvoruzlovy 11 0
prvak 12 1,32837
4 1
. 13 0
- - 14 1,32837
Obrazok 12: Priklad 15 0,0334559
16 1,16667
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6 Zaver

V tomto ¢lanku bol vyvinuty 2D kontaktny MP. Spravanie tohto prvku sa d4 ovplyviiovat
zadanim vztahu medzi napédtim a deforméciou a iteracny proces je zaloZeny na modifikacii
modulu pruznosti £. Vyhodou koncepcie pouZzitia MP je, Ze nemusime definovat’ Ziadne
dalsie premenné. Nevyhodou pouZitia koncepcie MP je, Ze musime vopred definovat’ pary
bodov, ktoré pridu do kontaktu. Vysledky vyvinutého softvéru sa velmi dobre zhoduju
s programom ADINA na rieSenie jednoduchych problémov. Struktira softvéru umoZiiuje
doplitanie novych typov prvkov kontaktnych telies algoritmov a metéd. S vyuZitim niekto-
rych funkcif na rieSenie zloZitejSich problémov kontaktu sa uvazuje v systéme IVS MPK [5].
Vyvinuty softvér je open source softvér (OSS) a jeho zdrojové texty su pristupné na URL ad-
rese|ftp://frcatel.fri.uniza.sk/pub/research/Gap_contact.zip.
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Priloha: Zdrojovy text hlavného programu

#include "matrix.cpp"
#include "globalnamatica.cpp"
//PrintMatrix(vstup)
//InvMatrix(vstup,vystup)
//NasMatrix(vstup,vstup,vystup)
//SciMatrix(vstup,vstup,vystup)
//0dcMatrix(vstup,vstup, vystup)
//TranMatrix(vstup, vystup)
int main()
{
double
suradniceuzlov([26]={8,3,1,1,0,2,1,1,3,0,1,4,0,0,5,1,2,6,1,3,7,0,3,8,0,2
};
double elementy[22]={4,5,4,1,2,3,4,2,2,5,0,0,2,3,8,0,0,4,5,6,7,8};
double materiall[10]={2,4,4,0.3,1,120000,2,0.1,1,0};
double GapMaterial[10]={2,4,0,50000,70000,100000,0,0.4,0.7,1};
double uchytenia[7]={5,1,1,2,8,11,13};
double posunutia[18]={0};
posunutia[0]=16;
posunutial[1]=1;
double sigmal[18]={0};
sigma[0]=16;
sigmal[1]=1;
double sily[18]={0};
sily[0]=16;
sily[1]=1;
sily[13]=10000;
sily[15]=10000;
double PrirastokSily = 1;
int PocetPrutov=0;
for (int j=0;j<int(elementy[0]);j++)

if (elementy[j*int(elementy[1])+2]==2)

PocetPrutov++;
int NodyPrutov[PocetPrutov*2+2];
NodyPrutov[0]=PocetPrutov;
NodyPrutov[1]=2;
int counter=0;
for (int j=0;j<int(elementy[0]);j++)

if (elementy[j*int(elementy[1])+2]==2)

{

for (int u=0;u<2;u++)
NodyPrutov [counter*2+u+2]=int (elementy[j*int (elementy

[11)+3+ul) ;counter++;
}
double ModulPruznosti=((GapMaterial [3]-GapMaterial[2])/(GapMaterial[7]
-GapMateriall[6]));
int NapatovaKonstanta=3;
int SilovaKonstanta=0;
double NapatieVPrutoch[counter];
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for (int i=0;i<counter;i++)
NapatieVPrutoch[i]=0;
for (int i=int(PrirastokSily);i<=10000;i++)
{
if (NapatieVPrutoch[0]>=GapMaterial [NapatovaKonstanta])
{

ModulPruznosti=((GapMaterial [NapatovaKonstanta+1]-GapMaterial[
NapatovaKonstanta])/(GapMaterial [NapatovaKonstanta+1+4]-GapMaterial[
NapatovaKonstanta+4])) ;

NapatovaKonstanta++;
}
double GlobMatical[258]1={0};
GlobalnaMatica(suradniceuzlov,elementy,material,ModulPruznosti,
GlobMatica);
sily[13]=PrirastokSily;
sily[15]=PrirastokSily;
double pos[int(posunutial0])+2];
for (int j=0;j<(int(posunutial0])+2);j++)
pos[j1=0;
RiesicMatrix(GlobMatica,sily,uchytenia,pos);
for (int j=0;j<(int(posunutial0]));j++)
posunutial[j+2]=posunutial[j+2]+pos[j+2];
for (int j=0;j<counter;j++)
NapatieVPrutoch[j]=0;
for (int j=0;j<posunutial0];j++)
{
for (int u=0;u<(int(NodyPrutov[0])*int(NodyPrutov[1])) ;u++)
if (NodyPrutov[u+2]*2 == j+1 $\vert \vert $ NodyPrutov[u+2]*2-1
== j+1)
{
sigma[j+2]=sigma[j+2] +ModulPruznosti*pos[j+2] /material[8];
}
}
if (i==PrirastokSily)
for (int j=0;j<sily[0];j++)
if (sily[j+211=0)
{
if ((j+2) == j/2+j/2+2)
{
SilovaKonstanta=-1;
break;
}
else
{
SilovaKonstanta=0;
break;
}
}
for (int k=0;k<counter;k++)

{
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for (int j=0;j<sigmal0];j++)
for (int u=0;u<NodyPrutov[1];u++)
if ((NodyPrutov[u+2+k*int (NodyPrutov[0])])*2 == j+1)
{
NapatieVPrutoch[k]=sigma[j+2+SilovaKonstanta]-NapatieVPrutoch[k];

}

}
PrintMatrix(posunutia) ;
return 0O;

}
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